NMSA334: cviceni 8 — Fetézce se spojitym casem

Definice 8.1: Systém nahodnych veli¢in { Xy, ¢ > 0} s hodnotami v diskrétni
mnoziné S se nazyva Markoviv Tetézec se spojitym casem a mnozinou stavi S,
jestlize

P(Xt:j‘XS:’l:,Xt":in,...,th:’il):P(Xt:j‘XS:’IZ)

pro vSechna n € N, pro vSechna 4, j,41,...,i, € S a pro vSechna 0 < t; < g <
coe <ty < 8 < t takova, ze P(X, =i, X, =in,..., Xt = i1) > 0. Podminéné
pravdépodobnosti P(X; = j | X = i) = p;;(s,t) se nazyvaji pravdépodobnosti
prechodu ze stavu i v Case s do stavu j v Case t.

Budeme se zabyvat jen homogennimi Tetézci se spojitym casem, tj. tako-
vymi, pro které plati p;;(s,s +t) = pi;(t), s > 0, t > 0. Mame systém matic
pravdépodobnosti prechodu {P(t),t > 0}, jejichz nezdporné prvky p;;(t) spl-
nuji 3 cqpij(t) = 1. Je obvyklé definovat p;;(0) = &;;, tj. P(0) = I.

Vektor p(0) pocétecnich pravdépodobnosti udava rozdéleni fetézce v ase
t = 0. Absolutni pravdépodobnosti p(t) v ¢ase t dostaneme ze vztahu p(t)T =

p(0)" P(t).

Definice 8.2: Pfedpokladejme, zZe lim;_,o4+ pi;(t) = 0;; pro i,j € S, tj. prav-
dépodobnosti pfechodu jsou zprava spojité v bodé 0. Pak existuji limity ¢; =
limp, 0+ PPT(}L) < o0 a g = limpo4 pJT(h) < oo pro i # j, které splnuji
> j2idij < i Pro kazdé i € S. Budeme uvazovat jen fetézce, pro které plati
rovnost (pro konec¢né fetézce je rovnost ziejma). Nezaporna ¢isla g;; se nazgvaji
intenzity prechodu ze stavu i do stavu j. Nezdporné ¢islo ¢; se nazyva celkovd
intenzita. Matice Q = {q;; : 1,j € S}, kde ¢;; = —¢;, se nazyva matice intenzit
prechodu.

Véta 8.1: Je-li ¢; = 0, potom p;;(t) = 1 pro vSechna t > 0 (stav i je absorpéni).
Predpokladejme, ze 0 < ¢g; < oo. Doba, po kterou retézec setrva ve stavu
i, ma exponencidlni rozdéleni s intenzitou ¢; (neboli stiedni hodnotou 1/g;).
Pravdépodobnost, ze fetézec ze stavu i prejde nejprve do stavu j, je rovna
4 = 'ZJ pro vSechna j # i. Pokud uvazujeme ¢asové okamziky, v nichz dojde
k pfechodu mezi stavy, ziskdme vnoreny diskrétni fetézec procesu {X;,t > 0}.
Jeho matice pravdépodobnosti pfechodu méa tvar Q* = {g;; + 4,7 € S}, kde

a; = 0.

Véta 8.2 (Kolmogorovovy diferencidlni rovnice): Pfedpokladejme, ze
q; < oo pro vSechna i € S. Potom pravdépodobnosti prechodu jsou diferenco-
vatelné a pro vSechna t > 0 plati P'(t) = QP(t) (retrospektivni rovnice). Je-li
konvergence p;;(h)/h h_)—0>+ ¢i; stejnomérna v ¢ pro pevné j (tento predpoklad

je vzdy splnén pro Fetézce s koneéné mnoha stavy), potom pro vSechna ¢ > 0
plati P'(t) = P(t)Q (prospektivni rovnice).

Véta 8.3: Pro Markovovy fetézce s konecné mnoha stavy maji soustavy
P'(t) = QP(t) a P'(t) = P(t)Q jediné feSeni, které vyhovuje poc¢atecni pod-
mince P(0) = I, a které predstavuje systém matic pravdépodobnosti pfechodu.
Maticové lze toto FeSeni psat pomoci maticové exponencidlni funkce ve tvaru

P(t) = exp{Qt}, t > 0.

Priklad 8.1: Méjme dédn homogenni Markoviv fetézec se spojitym Casem
a mnozinou stavi {0, 1}, ktery ma matici intenzit pfechodu
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Spoctéte odpovidajici matice pravdépodobnosti pfechodu P(t), t > 0.

Priklad 8.2: Méjme déan homogenni Markoviuv Fetézec se spojitym Casem
a mnozinou stavi {0, 1}, ktery ma matici intenzit pfechodu
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kde A, 1 > 0. Piedpokladejme, Ze pocateéni rozdéleni je p(0) = (0,1)T. Urcete
absolutni pravdépodobnosti v ¢ase t > 0.

Piiklad 8.3: Uvazujme homogenni Markoviiv fetézec se spojitym ¢asem, ktery
ma matici intenzit pfechodu

-3 3 0
Q=0 o o
1 1 -2

Spoctéte odpovidajici matice pravdépodobnosti pfechodu P(t), t > 0. Urcete
matici pravdépodobnosti pfechodu piislusného vnotfeného fetézce.

Piiklad 8.4: Urcete hodnoty parametri ¢ € R, pro které je matice
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matici intenzit prechodu pro néjaky homogenni Markoviv fetézec se spojitym
Casem.



